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1 Introduction 



Les carres magiques ont toujours fascine la plupart des gens, tant par leur 
apparente simplicity que par leur etonnante propriete. Leur origine est toutefois 
assez lointaine et incertaine : il n'y a pas de traces de carres magiques en Grece et 
on trouve seulement un carre de 3 x 3 en Chine vers le debut de notre ere. 

En Occident, les premiers ecrits relatifs aux carres magiques se trouvent chez 
les Arabes 1 , au lX eme siecle. C'est au depart une science purement mathematique. 

Leur appellation de carre magique provient de leur usage en astrologie et 
comme talismans 2 . On retrouve des carres magiques sur de nombreuses amulettes 
au XVF me et surtout au XVIF me siecle. 

Euler a consacre deux memoires et de nombreuses pages de ses carnets a 
l'etude des carres magiques. 

Dans son memoire 795, ecrit en latin et intitule De quadratis magicis, il presente 
des regies de construction simples pour construire des carres magiques a l'aide de 
lettres latines et grecques auxquelles sont attributes des valeurs en progression 
arithmetique. 

Ce memoire fut presente a l'Academie des sciences de St-Petersbourg le 17 oc- 
tobre 1776, mais publie seulement en 1849 dans les Commentationes arithmeticae, 
puis reimprime en 1862 dans les Opera postuma 3 . 

Quant au memoire 530, intitule Recherches sur une nouvelle espece de quarres 
magiques et dont le point de depart est le fameux probleme des 36 omciers, il fut 
presente a cette meme academie le 8 mars 1779 et fut publie en 1782 dans les 
Memoires de la Societe des Sciences de Flessingue, puis reimprime en 1849 dans 
les Commentationes arithmeticae. 

La premiere partie de ce projet est principalement la traduction du texte De 
quadratis magicis en frangais. 

La deuxieme partie est consacree a l'etude du probleme des 36 omciers, qui 
debouche rapidement sur des considerations sur les carres magiques, sous l'aspect 
des carres latins a simple marche essentiellement. 

x Le premier traite sur ce sujet est attribue au mathematicien arabe Tabit ben Korrah. 
2 On retrouve en Europe deux series de sept carres magiques associes aux planetes et datant du XIV e 
siecle. Cardan et Fermat s'en sont occupe. 

3 L'imprime contient quelques erreurs quant aux valeurs des lettres. Voir traduction. 



2 



2 De quadratis magicis : Sur les carres magiques 



1. II est coutume d'appeler magique, un carre dont on remplit les cases par des 
nombres naturels de telle fagon que les sommes des nombres dans chaque rangee 4 , 
tant horizontale que verticale, ainsi que dans les deux diagonales 5 , soient egales 
(entre elles) 6 ; ainsi, si Ton divise les cotes du carre en x parties egales, le nombre 
de toutes les cases sera 7 x 2 , et chaque ligne et colonne, de meme que les deux 
diagonales, auront chacune x cases, dans lesquelles il faut done disposer tous les 
nombres naturels 1, 2, 3, 4, ... x 2 en telle sorte que les sommes pour toutes les 
rangees finissent par devenir egales (entre elles). Dans ces circonstances, puisque 
la somme de tous ces nombres, de 1 jusqu'a x 2 , est 

x 2 {l + x 2 ) 
2 ' 

la somme d'une seule des rangees sera 

_ x{\ + x 2 ) 
~ 2 ' 

d'ou, si nous avons x = 3, la somme pour une seule rangee sera = 15. 

2. Done, a partir de ceci, quel que soit le nombre de cases dans lequel le carre 
tout entier est divise, on pourra facilement determiner la somme des nombres 
disposes dans une rangee, et il nous sera utile que cette table ait ete etablie pour 
chaque rangee pour tout carre de ce genre : 



X 


x 2 


x(l+x 2 ) 
2 


1 


1 


1 


2 


4 


5 


3 


9 


15 


4 


16 


34 


5 


25 


65 


6 


36 


111 


7 


49 


175 


8 


64 


260 


9 


81 


369 8 




etc. 





ou x designe le nombre de parties par lesquelles le cote du carre est divise, x 2 le 
nombre de cases contenues dans le carre et \x{l + x 2 ) indique la somme de tous 
les nombres disposes dans une rangee. 

4 Euler utilise ici le mot fascia, qui designe une bande ou un ruban ; il sera toujours traduit par «rangee», en 
considerant que ce terme designe autant les lignes et les colonnes que les deux diagonales du carre en question. 
6 Sauf mention explicite, les diagonales sont ici toujours les diagonales principales. 

6 J'ai essaye de rester aussi fidele au texte que possible ; des lors, je mentionnerai entre parentheses ( ) les 
mots du texte me semblant superflus, et entre crochets [ ] les mots qui n'apparaissent pas forcement dans le 
texte, mais qui a mon avis le complement ou le rendent plus comprehensif. 

7 Euler ecrit curieusement dans ses textes xx pour designer x 2 . 

8 360 dans les Opera postuma. 
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3. Afin de rechercher une regie precise pour construire de tels carres magiques 
de n'importe quel ordre, il est de la plus grande importance de remarquer que 
chaque nombre de 1, 2, 3 etc. jusqu'a x 2 peut etre represents par la formule 

mx + n . 

En effet, si nous remplagons m par les valeurs successives 0,1,2,3,4 jusqu'a x — 1, 
puis n par les valeurs 1, 2, 3, 4, ... x, il est par la clair que Ton obtiendra tous les 
nombres de 1 a x 2 , puisque chaque valeur de n est successivement combinee avec 
toutes les valeurs de m 9 . Puisque tous les nombres inscrits dans le carre peuvent 
etre traduits de cette maniere par la formule mx + n, et done representes en deux 
parties, nous designerons par la suite les premieres parties, mx, simplement par les 
lettres latines a, b, c, d, etc. et les deuxiemes, n, par les lettres grecques a, (5, 7, 5, 
ou il est clair que pour n'importe quel nombre x la quantite des lettres, tant latines 
que grecques, doit etre x, puisque les valeurs des lettres latines seront Ox, lx, 2x, 
3x jusqu'a (x — l)x, tandis que celles des lettres grecques sont 1, 2, 3, 4, ... x. 
Et il ne faut pas ici s'imaginer devoir choisir un ordre determine dans ces lettres, 
tant latines que grecques, puisque n'importe quelle lettre latine peut representer a 
volonte soit Ox, soit lx, soit 2x etc., pourvu qu'on attribue des valeurs distinctes 
a chaque lettre ; et il faut faire de meme pour les lettres grecques. 

4. Dans ce qui suit on pourra done representer n'importe quel nombre a inscrire 
dans le carre par une somme d'une lettre latine et d'une grecque, par exemple par 
b + 5 ou [encore] a + (3 etc., en telle sorte que chacun des nombres soit represente 
en deux parties ; alors en effet, si l'on reunit chaque lettre latine avec chaque lettre 
grecque, clairement il doit en resulter tous les nombres de 1 jusqu'a x 2 ; et de 
meme il est evident que les diverses combinaisons de ces lettres forment toujours 
des nombres differents, et qu'aucun nombre ne peut etre exprime de deux manieres 
[differentes]. 

5. Done, puisque tous les nombres sont representes par la reunion d'une lettre 
latine et grecque, etablissons la regie fondamentale suivante pour la construction 
des carres magiques : a savoir [que] d'abord j'inscris les lettres latines dans chaque 
case du carre en telle sorte que leur somme soit la meme dans chaque rangee, ou, 
comme le nombre de ces lettres est = x, [et que] d'autre part le nombre de toutes 
les cases est = x 2 , il est evident que l'on doive repeter n'importe quelle lettre 

9 Cela n'est pas si evident a premiere vue; une representation sous forme de tableau permet de s'en faire 
une meilleure idee : 



n 

m 


1 


2 


3 


X 





1 


2 


3 


X 


1 


x + 1 


x + 2 


x + 3 


■ 2x 


x - 1 


(x- l)x+ 1 


(x-l)x + 2 


(x-l)x + 3 ■ 


■ x 2 



comme les valeurs maximales que peuvent prendre m et n sont x — 1 et x respectivement, l'expression ne 
depassera done jamais (x — l)x + x — x 2 , ce qui est bien demande. 
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x fois. D'autre part, on comprend que, de fagon identique, on inscrit les lettres 
grecques dans les cases du meme carre en sorte que leurs sommes dans chaque 
rangee deviennent egales. Ainsi, encore une fois, les sommes de tous les nombres 
formes d'une lettre latine et grecque seront, pour chaque rangee, egales (entre 
elles). II ne reste plus que, dans cette disposition, a chaque lettre latine differente 
soit associee une lettre grecque differente, puisque par ce procede aucun nombre 
de 1 a x 2 ne sera omis, ni ne pourra apparaitre deux fois. 

6. Une fois ces regies etablies generalement, etudions les differentes formes 
des carres suivant le nombre de cases : il apparait immediatement que celui-ci 
commence a neuf, puisque l'on ne peut disposer des nombres de la fagon decrite ci- 
dessus dans le carre divise en quatre cases. De plus, il sera utile de remarquer que, 
independamment de l'ordre, puisque pour n'importe quelle categorie [de carre] le 
nombre de lettres tant latines et grecques est = x, et que chaque rangee contient ce 
meme nombre de cases, les conditions requises seront satisfaites si nous inscrivons 
dans une rangee toutes les lettres distinctes, tant latines que grecques. Mais s'il 
advient que la meme lettre apparaisse deux ou trois fois dans quelque rangee, il 
est toujours necessaire que la somme de toutes les lettres dans une meme rangee 
soit egale a la somme de toutes les lettres, soit latines a + b + c + d+ etc., soit 
grecques a + /3 + 7 + 5+ etc. 

2.1 La categorie des carres divises en 9 cases 

7. Vu que pour cette espece [de carre] x = 3, nous aurons le meme nombre de 
lettres latines a, 6, c, et grecques a, f3, 7, les valeurs des lettres latines seront ici 0, 
3 10 , 6, et celles des lettres grecques 1, 2, 3. Commengons maintenant par les lettres 
latines a, 6, c : il sera facile de les inscrire dans notre carre divise en 9 cases en 
telle sorte que dans chaque rangee, tant horizontale que verticale, chacune de ces 
trois lettres apparaisse [une seule fois], ce que Ton peut voir dans cet exemple 

a b c 
b c a 
cab 

ou Ton retrouve ces memes trois lettres a, 6, c dans l'une des deux diagonales, alors 
que dans l'autre la lettre c se repete trois fois ; on remarque egalement sans dimculte 
qu'il ne peut clairement pas arriver que toutes les lettres des deux diagonales soient 
simultanement differentes ; ce fait ne derange nullement pour autant que la somme 
des lettres de cette diagonale, a savoir 3c, egale celle des rangees restantes a + b+c; 
c'est-a-dire, pour autant que Ton ait 2c = a + b. De la il est clair que c doit prendre 
la valeur 3, et que Ton doive assigner aux lettres a et b les valeurs et 6 ; en effet, 
ainsi nous avons que 2c = a + b. Or on peut 11 poser a choix soit a = 0, soit 6 = 0; 
observant ceci il resulte que la somme de chaque rangee est a + b + c = 9. 

10 2 dans les Opera postuma 

11 Euler utilise souvent d'autres formes temporelles (ici p. ex. un futur), que j'ai souvent traduites par un 
autre temps, de fagon a garder une certaine continuite dans le texte. De meme j'ai souvent omis certains mots 
dont il abuse (notamment vero, autem, etc.) pour accentuer le poids de ses affirmations. 
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8. II sera loisible de repartir les lettres grecques dans un tel carre de fagon 
semblable ; representons-les dans la meme figure dans l'ordre inverse : 



7 


P 


a 


a 


7 


P 


P 


a 


7 



il est necessaire d'y avoir 2j = a + (3 et par la-meme 7 = 2. Ainsi en effet, si nous 
combinons chaque case de la premiere figure avec chacune de celle-ci dans l'ordre 
naturel, il est evident que n'importe quelle lettre latine sera associee avec chacune 
des lettres grecques, en sorte que de cette conjonction resulteront tous les nombres 
de 1 jusqu'a 9 ; cette combinaison produit la figure suivante : 



(27 


b(3 


ca 


ba 


C7 


a/3 


c(3 


aa 


67 



oil l'on notera que les paires de lettres jointes ne representent pas un produit, mais 
une somme. 



9. Done dans cette figure on doit prendre les valeurs c = 3 et 7 = 2, en sorte 
que Ton doit attribuer aux lettres a et b les valeurs et 6 [d'une part], et aux 
lettres a et (3 les valeurs 1 et 3 [d'autre part] ; si nous posons a = et b = 6, puis 
a = 1 et /? = 3, il en resulte le carre magique suivant : 

2 9 4 
I) 7 5 3 
6 1 8 

ou la somme de n'importe quelle rangee donne 15. Si nous voulons echanger les 
valeurs des lettres a et 6, de meme que celles de a et (3, on remarque facilement 
que [de cette operation] on changera seulement la position du carre 12 . 

10. Certes cette disposition, tant des lettres latines que grecques, est suffisam- 
ment claire en elle-meme, mais l'importance particuliere reside en ceci qu'il a ete 
pose que par la combinaison faite chaque lettre latine est associee a chaque lettre 
grecque 13 , ce qui dans notre disposition apparait avoir ete obtenu par hasard. Or, 



12 En effet, les valeurs de c et 7 etant fixees (c = 3, 7 = 2), les trois autres possibilites sont : 

834 276 816 

II) 1 5 9 III) 9 5 1 IV) 3 5 7 
672 438 492 

a=6, b=0 a=0, b=6 a=6, b=0 

a=l, (3=3 q=3, (3=1 q=3, (3=1 

13 Donc la lettre a est associee avec chacune des trois lettres grecques a, (3, et 7, et ainsi de suite pour chaque 
lettre. 
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afin de ne rien laisser a l'arbitraire dans notre discussion, remarquons avant tout 
que l'ordre des lettres grecques a, ft, 7 ne depend en aucun cas de celui des lettres 
latines a, 6, c, en sorte que pour n'importe quelle rangee definie a l'aide de lettres 
latines, on aurait pu choisir de les combiner avec les lettres grecques portant le 
meme nom, a savoir a avec a, (3 avec b et 7 avec c ; ainsi, si Ton place dans la 
premiere rangee horizontale aa, b/3, 07, [et] puisque la meme lettre grecque ne doit 
pas apparaitre deux fois dans quelque rangee horizontale ou verticale, il est sans 
conteste evident que la deuxieme rangee horizontale sera 67, ca, a(5 et la troisieme 
cj3, 07, ba ; d'ou le carre : 

aa b(3 07 
67 ca a(3 
c(3 ba 

ou, du fait que dans la diagonale de gauche la meme lettre grecque a apparait 
trois fois, il est necessaire d'avoir 3a = a + + 7, et a cause de cela 2a = [5 + 7 ; 
c'est pourquoi, a partir de la, la valeur meme de a est [entierement] determinee, a 
savoir a = 2, de meme que nous voyons que c doit prendre la valeur c = 3 ; mais 
de la ne naissent pas de nouveaux carres magiques 14 . 

11. Bien que l'arrangement des lettres grecques ne presente aucune dimculte 
dans ce premier genre [de carre], pour ceux qui ont un nombre de cases plus 
eleve, il importe d'apporter une regie fixe permettant d'inscrire les lettres grecques 
une fois que les lettres latines auront ete placees de fagon convenable ; a cette 
fin choisissons quelque rangee du milieu, soit horizontale, soit verticale, soit meme 
diagonale, telle que de part et d'autre de cette rangee nous retrouvions dans toutes 
les cases equidistantes deux lettres latines differentes. C'est le cas pour la colonne 15 
du milieu, autour de laquelle nous retrouvons dans la premiere ligne les lettres a 
et c, dans la deuxieme b et a et dans la troisieme c et 6, ou partout deux lettres 
differentes se font face 16 . 

12. Une fois trouvee une telle rangee mediane, associons a chaque lettre latine 
du carre les lettres grecques de meme nom, puis echangeons les lettres grecques 
dans les cases se correspondant de part et d'autre [de cette rangee] 17 ; de cette 



14 A nouveau, les valeurs de c et a etant fixees (c = 3, a — 2), on retrouve les quatre possibilites d'avant : 

294 834 276 816 

I) 7 5 3 II) 1 5 9 III) 9 5 1 IV) 3 5 7 
618 672 438 492 

a=0, b=6 a=6, b=0 a=0, b=6 a=6, b=0 

0=3,7=1 0=3,7=1 0=1,7=3 0=1,7=3 

16 Euler utilise ici le terme columna, qui designe autant une ligne qu'une colonne, contrairement a notre 
habitude. Pour preciser, il rajoute done colonne «horizontale» ou «verticale», que j'ai la plupart du temps 
traduit par ligne ou colonne. 

16 Voir le carre au §.10 ci-dessus. 

17 Euler procede done de la fagon suivante dans son exemple : il part du carre rempli par les lettres latines, 
puis repere une rangee mediane (i) ; il complete avec les lettres grecques (ii), et finalement il echange les lettres 
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fagon de faire il resultera cette figure : 



07 


bf3 


ca 


ba 


ey 


a/3 


c/3 


aa 


67 



ou nous sommes surs qu'a chaque lettre latine est associee chaque lettre grecque. 
Pour le reste, aim que la condition des diagonales soit satisfaite, il faut avoir, 
comme nous l'avions deja mentionne, 

2c = a + b et 27 = a + (3 . 

Mais cette figure ne differe pas de celle que nous avions trouvee au §.8. Finalement il 
faut remarquer que de quelque maniere que l'on permute les rangees horizontales et 
verticales, la somme de ces rangees ne change pas. Cependant, dans les diagonales 
peut survenir une grande difference ; ainsi, si nous enlevons la premiere colonne et 
que nous l'apposons a droite 18 [du reste] apparait cette figure : 



bp 


ca 


07 


C7 


a/3 


ba 


aa 


67 


c/3 



ou a cause des diagonales il faut avoir 

2a = b + c et 2(3 = a + 7 ; 

il faut remarquer ceci pour toutes les transpositions [possibles]. Cette observation 
sera d'une importance capitale pour les categories suivantes. 

2.2 La categorie des carres divises en 16 cases 

13. Puisque pour cette categorie nous avons x = 4, nous aurons quatre lettres 
latines a, 6, c, d, dont les valeurs sont 0, 4, 8, 12, et ce meme nombre de lettres 
grecques a, (3, 7, 5, dont les valeurs seront 1, 2, 3, 4. En premier lieu, inscrivons dans 
un tel carre les quatre lettres latines en telle sorte que dans toutes les rangees, tant 
horizontales que verticales, chacune de ces quatre lettres apparaisse, et en sorte 
que cela se produise egalement dans les deux diagonales, si cela se peut. 

grecques symetriquement par rapport a cette randee mediane (iii) : 

a I b I c aa b/3 C7 ay b/3 ca 

(i) b I c I a => (ii) 6/3 cj aa ^ (iii) ba cy a/3 

c I a I b cy aa b/3 c/3 aa bj 

18 Euler met : a gauche (!), ce qui est manifestement une erreur, si Ton considere l'orientation habituelle de 
gauche a droite (voir egalement la note au §.17). 



8 



14. Or puisque parmi ces lettres a, b, c, d aucun ordre n'est prescrit, inscrivons- 
les dans la premiere ligne, dans l'ordre, et aussi dans la diagonale de gauche, ou 
dans la deuxieme case de celle-ci on pourra ecrire soit la lettre c, soit d ; ecrivons 
done c : desormais toutes les rangees qui restent sont [entierement] determinees, 
pourvu que Ton fasse attention de ne pas mettre deux fois la meme lettre dans 
la meme rangee, aussi bien horizontale que verticale 19 ; en procedant ainsi nous 
trouverons la figure suivante : 

abed 
d c b a 
bade 
c d a b 

ou de surcroit meme l'autre diagonale contient toutes les quatre lettres, en sorte 
qu'alors aucune condition n'est prescrite sur les valeurs des lettres a, 6, c, d. Ici 
nous aurions pu egalement inscrire la lettre d dans la deuxieme case de la diagonale, 
mais la figure resultant [de cette operation] ne differerait en aucune autre fagon de 
cette figure, si ce n'est par l'emplacement [des lignes] 20 , en sorte que cette figure 
doit etre consideree [comme celle] qui englobe tous les cas possibles. 

15. Maintenant pour l'insertion des lettres grecques : puisqu'il n'y a aucune 
rangee mediane, ni parmi les horizontales, ni les verticales 21 , prenons done la di- 
agonale [contenant] a, c, d, b comme rangee du milieu ; il nous apparaitra bientot 
que dans les cases a meme distance de part et d'autre et se correspondant 22 se 
retrouvent deux lettres differentes (entre elles) ; nous pouvons done utiliser la re- 
gie donnee au §.11 en toute securite. En premier lieu done, associons aux lettres 
placees dans cette diagonale les lettres grecques de meme nom, ensuite echangeons 
les lettres grecques dans les cases correspondantes ; de cette maniere sera formee 

19 En effet, une fois la premiere ligne et la deuxieme case de la diagonale remplies (i), nous pouvons completer 
la diagonale : comme il nous reste a disposition les lettres b et d, et pour que la derniere colonne ne contienne 
pas deux fois la lettre d, il nous faut placer celle-ci dans la troisieme case de la diagonale, et b dans la quatrieme 
(ii) ; nous pouvons proceder de meme avec la deuxieme colonne (iii), par exemple, et il ne reste plus qu'a remplir 
le carre... 

abed abed abed 

(i) ■ c • • => (ii) c • • => (iii) c 

d a d 

■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ b ■ d ■ b 

20 Effectivement, si nous construisons le carre avec la lettre d dans la deuxieme case de la diagonale, nous 
obtenons le carre suivant : 

abed 
c d a b 
d c b a 
bade 

21 Revoir la demarche utilisee pour les carres d'ordre 3 au §.11. 
22 Done symetriques par rapport a cette diagonale. 
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la figure suivante : 



aa 


b5 


c(3 


dj 


dp 


cy 


ba 


a5 


lyy 


a/3 


d5 


ca 


cS 


da 


07 


bp 



16. Dans cette figure done toutes les quatre lettres, tant latines que grecques, 
apparaissent dans chaque rangee, tant horizontale que verticale et diagonale ; d'ou 
Ton peut attribuer a volonte chaque fois quatre valeurs numeriques a ces lettres, 
et sans aucune restriction. Or comme de ces quatre lettres on peut en tirer 24 
arrangements 23 , on pourra former au total 576 figures differentes 24 , ou il est certain 
que plusieurs [d'entre elles] ne differeront l'une de l'autre seulement par raison de 
la disposition. 

17. Mais de ce qui precede il ne faut nullement conclure que cette figure conti- 
enne completement tous les carres magiques de cette espece. En effet outre ceux-ci 
on peut en trouver ou chacune des quatre lettres, tant latines que grecques, ne 
se retrouve pas, mais qui ne remplissent pas moins les conditions prescrites ; or 
de telles formes peuvent apparaitre par deplacements de lignes ou de colonnes ; 
par exemple si dans la figure ci-dessus on deplace la premiere colonne a la fin 25 , il 
apparait cette figure : 



b8 


cP 


d~f 


aa 


C7 


ba 


a5 


dp 


aP 


d5 


ca 


67 


da 


07 


bp 


cS 



oil l'on retrouve certes encore chaque lettre, tant latine que grecque, dans toutes 
les lignes et colonnes, mais ou dans la diagonale descendant de gauche a droite on 
rencontre seulement deux lettres latines, a savoir b et c, et egalement seulement 
deux lettres grecques, a et S. Au contraire dans l'autre diagonale [on trouve] seule- 
ment les deux lettres latines a et d, alors que [l'on retrouve], comme auparavant, 
seulement les lettres grecques a et S. 

18. Pour que cette figure satisfasse aux conditions prescrites, on ne peut en 
outre attribuer [arbitrairement] des valeurs numeriques particulieres aux lettres, 
mais la condition doit etre rajoutee d'avoir, pour les lettres latines, 

b + c = a + d , 

et pour les lettres grecques 

a + 5 = P + 7 ; 

En effet, le nombre de possibilites de placer quatre lettres distinctes sans repetition est de 4! = 24. 
C'est-a-dire 24 • 24, une fois pour chaque alphabet. 
Ici l'orientation est bien de gauche a droite. 
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aussi si nous choisissons a = 0, il faut poser d = 12, arm d'avoir b = 4 et c = 8, 
ou vice versa c = 4 et 6 = 8. De la meme maniere si pour les lettres grecques nous 
choisissons a = 1, il faut avoir 5 = 4, et alors /? = 2 et 7 = 3. De la est forme le 
carre magique entierement determine 



8 


10 


15 


1 


11 


5 


4 


14 


2 


16 


9 


7 


13 


3 


6 


12 



ou il est clair que la somme de chaque rangee est 34. Mais de telles formes deter- 
minees pourront etre formees de nombreuses autres fagons par des transpositions 
de lignes ou colonnes. 

19. Et il n'est egalement pas absolument requis que dans chaque ligne ou 
colonne apparaissent toutes les lettres, tant latines que grecques ; il se peut meme 
que dans ces lignes ou colonnes apparaissent seulement deux lettres latines ou 
grecques pourvu que leur somme soit egale a la moitie de toutes les quatre. Pour 
de telles figures on a besoin d'operations particulieres, pour lesquelles des regies 
fixes peuvent etre difncilement etablies ; il faut seulement que les lettres latines et 
grecques soient disposees en telle sorte que non seulement elles fassent la somme 
due dans chaque rangee, mais encore que toutes les lettres grecques soient associees 
avec chaque lettre latine 26 . 

20. Ann de donner un exemple d'une telle operation, posons d'abord que 

a + d = b + c 
et disposons les lettres latines comme suit 



a 


a 


d 


d 


d 


d 


a 


a 


b 


b 


c 


c 


c 


c 


b 


b 



ou pour chaque rangee la somme des nombres est certainement la meme ; quant 
aux lettres grecques, associons aux lettres latines de la diagonale de gauche les 
lettres grecques de meme nom, [et] puisque nous constatons que de part et d'autre 
de cette diagonale sont disposees chaque fois deux lettres differentes, decidons de 

26 C'est-a-dire les conditions habituelles des carres magiques, a savoir : 

- des sommes egales dans toutes les lignes, toutes les colonnes et les deux diagonales ; 

- des nombres tous differents et tous utilises. 
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leur associer les lettres grecques permutees, ce qui donne la figure suivante : 

aa a5 d(3 d^/ 

da d5 a(5 07 

b5 ba 07 c(3 

c5 ca 67 b(3 
ou done il est necessaire d'avoir pour les lettres grecques 

a + 5 = /3 + 7; 

ainsi si nous prenons a = 0, b = 4, c = 8, d = 12 et a = 1, j3 = 2, 7 = 3 et 5 = 4, 
apparait ce carre magique : 

1 4 14 15 
13 16 2 3 

8 5 11 10 
12 9 7 6 

21. Plusieurs autres figures de ce genre peuvent etre formees, dont le carre 
suivant : 

aa d{3 a5 d^/ 

b5 07 ba c(3 

da a(3 d5 07 

cS 67 ca b{3 
ou il est clair que pour les lettres latines il faut prendre 

a + d = b + c , 

et pour les lettres grecques 

a + 5 = /3 + 7, 

d'ou, si nous prenons les memes valeurs qu'avant, apparait le carre magique suiv- 
ant : 



1 


14 


4 


15 


8 


11 


5 


10 


13 


2 


16 


3 


12 


7 


9 


6 



22. Dans toutes ces dispositions, tant les lettres latines que grecques font la 
meme somme dans toutes les rangees ; il peut egalement arriver que ceci se produise 
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meme sans cet usage, bien que la somme de toutes [les rangees] conserve la somme 
due. Mais il serait inutile de passer plus en revue les irregularites de ce genre, 
puisque pour de tels cas on ne peut donner aucune regie sure. C'est pourquoi parmi 
les categories suivantes nous etudierons de preference les cas ou la signification des 
lettres tant latines que grecques n'est soumise a aucune restriction. 

2.3 La categorie des carres divises en 25 cases 

23. Ici apparaissent done cinq lettres latines a, 6, c, d, e et cinq grecques a, 
/3, 7, <5, e, dont les valeurs seront respectivement 0, 5, 10, 15, 20, et 1, 2, 3, 4, 5; 
il faut done inscrire dans les cases du carre des couples [mixtes] de ces lettres en 
telle sorte que Ton retrouve dans chaque rangee, tant horizontale que verticale, et 
meme diagonale, chacune des lettres. 

24. Inscrivons d'abord les lettres latines, dans l'ordre, dans la ligne superieure 
de ce carre, puis completons la diagonale de gauche en telle sorte que dans aucune 
des rangees restantes la meme lettre n'apparaisse deux fois, ce qui peut etre fait de 
plus d'une maniere. Une fois que cette rangee a ete constitute, remplissons l'autre 
diagonale de facon naturelle 27 , comme on peut le voir dans la figure ci-apres : 



ae 


bS 


cy 


dp 


ea 


e(3 


ca 


dS 


a l 


be 


da 


e7 


b;3 


ce 


aS 


67 


de 


aa 


e6 


c/3 


cS 


a/3 


ee 


ba 


f/7 



Ensuite sous la case centrale il faut inscrire le a et, au-dessus, le d, ce qui fait 
que la colonne du milieu sera deja completee, et ensuite les rangees restantes se 
remplissent naturellement. 

25. Pour les lettres grecques, il n'est pas necessaire de recourir a la rangee 
diagonale, mais si nous examinons attentivement la colonne mediane, nous decou- 
vrons dans les cases correspondantes de part et d'autre [de celle-ci] deux lettres 
differentes ; c'est pourquoi dans cette rangee nous associons aux lettres latines in- 
dividuelles les lettres grecques de meme nom et aux endroits correspondants nous 
echangeons ces lettres grecques 28 , comme nous l'avons fait dans la figure [ci-dessus]. 

26. Dans cette figure, clairement, aucune limitation n'est prescrite, et de plus 
tant pour les lettres latines que grecques il est permis de prendre n'importe quelles 
valeurs correspondantes ; par quoi, avec cinq lettres, pouvant former 120 combi- 
naisons, peuvent apparaitre en tout 14400 configurations [differentes] 29 . 

La demarche est exactement la meme que pour les carres de 4 (voir §.14). 
Done symetriquement par rapport a la colonne centrale. 

5! = 120 combinaisons, et done 120 • 120 dispositions possibles (voir note d IIOI) . 
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27. Si de plus voulons echanger entre elles ces lignes ou colonnes, nous ob- 
tiendrons plusieurs autres formes, mais la plupart du temps celles-ci necessiteront 
certaines limitations a cause des diagonales ; par exemple si nous deplagons la 
premiere colonne a la fin, apparait la forme suivante : 



b6 


cy 


dp 


ea 


ae 


ca 


dS 


07 


be 


eP 


e7 


bp 


ce 


ad 


da 


de 


aa 


eS 


cP 


67 


ap 


ee 


ba 


d*y 


c5 



ou chacune des lettres apparait dans chaque ligne et colonne ; mais pour qu'en 
meme temps la condition soit satisfaite dans les diagonales, [il faut que] tant cette 
somme 

3c + b + d + 35 + P + e 

que celle-ci 

3a + b + c + 3e + a + P 
fassent la somme prescrite de toutes les lettres latines et grecques, a savoir 

a + b + c + d + e + a + P + j + 5 + e, 

[et] puisque de ce qui precede on peut en tirer ces deux equations : 

2c + 25 = a + e + a + 7 

et 

2a + 2e = d + e + 7 + 5, 

ces conditions pourront etre satisfaites de plusieurs fagons ; bien plus, tant les 
lettres latines que les grecques pourront ainsi etre determinees separement 3031 , en 
sorte d'avoir 

1) 2c = a + e, 2) 2a = d + e, 3) 25 = a + 7 et 4) 2e = 7 + 8 . 

II est en effet evident que les deux premieres [equations] ci-dessus seront satisfaites 
si les lettres d, b, a, c, e forment une progression arithmetique, ce qui se fait en 
prenant 

d = 0, 6 = 5, a = 10, c = 15 et e = 20 ; 

les deux conditions restantes seront remplies si les lettres grecques, disposees dans 
l'ordre a, P, 5, e, 7 apparaissent [egalement] en progression arithmetique, ce qui 
sera le cas en prenant 

a = l, P = 2, 5 = 3, e = 4et7 = 5, 

Dans le texte : seorsim, au lieu de seorsum (adv.), mais ceci ne semble pas etre une exception. 
De la meme maniere que l'on peut separer partie reelle et imaginaire d'un nombre complexe. 
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done il en resulte le carre 



8 


20 


2 


21 


14 


16 


3 


15 


9 


22 


25 


7 


19 


13 


1 


4 


11 


23 


17 


10 


12 


24 


6 


5 


18 



autrement dit, on a [un carre qui a] partout la meme somme = 65. 

28. Mais une telle attribution des lettres n'est pas une mince affaire et demande 
de l'attention, surtout pour les carres d'ordres plus eleves, ou une plus grande 
quantite de lettres est laissee a notre bon vouloir 32 , en sorte que le nombre de 
telles figures devient toujours plus grand ; mais si nous voulons laisser de cote 
cette condition, comme elle n'est soumise a aucune restriction sur les valeurs des 
lettres, le travail peut etre rendu assez agreable ; si en effet la valeur du milieu 
[de la progression arithmetique] , e'est-a-dire 10, est attribuee a la lettre c, laissant 
les autres valeurs a notre choix arbitraire, nous pourrons remplir l'une des deux 
diagonales avec cette meme lettre c, et mettre les lettres restantes dans l'ordre 
alphabetique, de la maniere que Ton voit clairement ressortir de cette figure : 



c 


d 


e 


a 


b 


b 


c 


d 


e 


a 


a 


b 


c 


d 


e 


e 


a 


b 


c 


d 


d 


e 


a 


b 


c 



Maintenant associons aux lettres latines de la ligne mediane les lettres grecques 
de meme nom, et ensuite echangeons deux a deux autour de cette ligne les lettres 
grecques de meme nom ; de cette operation apparait la forme suivante : 

cS de ea a(3 67 

be ca dp e^f a5 



aa b(3 07 dS ee 

e(3 07 b5 ce da 

d'y eS ae ba c{3 

d'ou il est manifeste qu'il faut prendre pour 7 la valeur mediane, qui est 3 ; done 
si nous posons dans l'ordre 

a = 0, 6 = 5, c = 10, d = 15, e = 20 
Done qu'il nous revient de les placer selon notre choix. 
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et 

a = l, p = 2, 7 = 3, 5 = 4, e = 5. 
il en resulte le carre magique suivant : 



14 


20 


21 


2 


8 


10 


11 


17 


23 


4 


1 


7 


13 


19 


25 


22 


3 


9 


15 


16 


18 


24 


5 


6 


12 



29. Au moyen de la regie usuelle concernant la formation des carres impairs 
qu'il est coutume de rappeler partout, on forme cette figure 



11 


24 


7 


20 


3 


4 


12 


25 


8 


16 


17 


5 


13 


21 


9 


10 


18 


1 


14 


22 


23 


6 


19 


2 


15 



dont on peut se demander si elle fait partie de notre categorie ; observons tout 
d'abord que pour la diagonale de gauche, a cause de c = 10, il faut poser 

6 = 1, a = 2, 7 = 3, e = 4 et (3 = 5, 

et done 

6 = 0, d = 20, a = 15, e = 5. 
De ces valeurs il nait precisement ce carre. 

30. On peut decouvrir plusieurs autres formes fort regulieres de cette sorte 34 , 
tant pour cette espece que pour les suivantes ; ce faisant le nombre de carres mag- 
iques pourra sans peine etre augmente d'une maniere considerable. Nous ne serions 
nullement surs d'avoir un jour epuise tous les cas possibles, meme si leur nombre 
n'est certainement pas infini. Et il serait sans doute tres souhaitable que Ton trouve 
des regies plus generates et appropriees a l'usage pratique, pour ne pas avoir besoin 
d'operations utilisant le tatonnement. En effet on parviendrait ainsi a une avancee 
fort belle dans le domaine de la theorie des combinaisons. 

33 La regie de construction est la suivante (voir la figure) : on place le 1 dans la case directement sous la case 
centrale ; on place ensuite le 2 dans la case en diagonale en bas a droite du 1, et ainsi de suite dans l'ordre 
croissant (en suivant les diagonales brisees), jusqu'a avoir place n nombres (n etant l'ordre du carre considere ; 
on se retrouve ainsi diagonalement en haut a gauche du 1) ; on descend ensuite de deux cases vers le bas, 
et ainsi de suite jusqu'a ce que le carre soit rempli. Successivement appelee methode de Bachet (Problemes 
plaisans et delectables qui se font par les nombres, 1612), puis de Cardan (1550), puis de Moschopoulos (env. 
1300, Byzance), cette methode est justifiee au debut du XI eme siecle chez Ibn al-Haytham (env. 965-1040). 
Son texte est perdu, mais la methode nous est rapportee par un auteur anonyme du XII eme siecle. 

34 Allusion au mode de placement precedent. 
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2.4 La categorie des carres divises en 36 cases 



31. Puisqu'ici le nombre de formes differentes est tres grand et que de nom- 
breuses determinations sont laissees a notre bon jugement, apportons ici seulement 
une regie particuliere au moyen de laquelle les lettres, tant latines que grecques, 
peuvent etre facilement placees dans l'ordre du, a savoir qu'il faut attribuer aux 
six lettres latines des valeurs telles que Ton ait 

a+f=b+e=c+d 

et de la meme maniere pour les lettres grecques 

a + C = P + e = 7 + 5 ; 

alors en effet, par analogie avec le §.20, inscrivons dans chaque ligne les deux lettres 
latines conjuguees ; quant aux colonnes, disposons-y de la meme maniere les paires 
de lettres grecques. De cette fagon, on obtiendra la figure suivante 35 : 



aa 




a(3 


fe 


ft 


fS 


fa 


K 


fP 


ae 


07 


a5 


ba 


b( 


bp 


ee 


e-) 


eS 




ea 


ee 


bp 


b5 


&7 


< 


ca 


ce 


dp 


d5 


c?7 


dC 


da 


de 


cP 


c5 


07 



32. De la l'on comprend suffisamment clairement qu'une telle disposition pourra 
s'appliquer avec succes a tous les carres pairs 36 , de meme que la methode decrite 

36 Ceci toutefois n'aboutit pas a un carrfi magique : en effet, dans l'une des diagonales apparait deux fois b/3, 
dans l'autre deux fois ee. L.G.D. (Cette remarque laisse penser qu'il manque quelque chose apres la figure. 
De plus, la methode de la rangee mediane ne peut pas s'appliquer puisque l'on a deux fois e de part et d'autre 
de la diagonale de gauche, alors qu'il est exige d'avoir des lettres deux a deux differentes (voir §.14 et §.24).) 

36 Mais voyez la note precedente et aussi les Commentaires 530 de ce volume. Dans les Adversariis mathe- 
maticis, dont les fragments sont edites a la page 535, on trouve ce carre magique de 36 cases 



3 


36 


30 


1 


11 


27 


22 


13 


35 


12 


14 


15 


16 


18 


8 


31 


17 


21 


28 


20 


6 


29 


19 


9 


32 


23 


25 


2 


24 


5 


10 


1 


7 


33 


26 


34 



qui, selon Euler (voir p. 536) doit etre appele [carre] parfait, parce que la meme somme 111 se retrouve 
partout, tant dans les lignes et les colonnes que dans les deux diagonales. L.G.D. (N.B. : ce carre ne s'y 
trouve pas d'ailleurs.) 
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precedemment pour les carres impairs dans laquelle les lettres possedant les valeurs 
moyennes sont repetees continument, et ensuite les lettres restantes sont disposees 
a la suite dans l'ordre naturel 37 , en sorte que, quel que soit le nombre de cases 
propose dans le carre, nous ayons toujours la possibility de construire beaucoup de 
carres magiques, meme si les regies rapportees ici sont tres particulieres. 



Voir 8.28. 
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Recherche sur une nouvelle espece de carres magiques 



1. Comme a son habitude, Euler commence son memoire par la description du 
contexte dans lequel il a ete amene a etudier le probleme des 36 officiers. II s'agit 
d'«une question fort curieuse, qui a exerce pendant quelque temps la sagacite de 
bien du monde» et qui l'a «engage a faire les recherches suivantes, qui semblent 
ouvrir une nouvelle carriere dans l'Analyse et en particulier dans la doctrine des 
combinaisons». 

Le probleme est le suivant : il s'agit de 36 officiers, de six differents grades et 
tires de six regiments differents, qu'il s'agit de ranger dans un carre de maniere que 
sur chaque ligne et colonne, il se trouve six officiers tant de differents caracteres 
que de regimes differents. 

Euler precise immediatement qu'un tel arrangement est impossible, malgre 
tous les efforts employes pour resoudre le probleme, bien qu'il ne puisse pas en 
donner de demonstration rigoureuse. 

2. II commence par decrire la methode qu'il a utilisee pour essayer de resoudre 
le probleme : il marque les six regiments par les lettres latines a, b, c, d, e, /, et les 
six differents grades par les lettres grecques a, (3, 7, 5, e, ( ; il est assez clair que le 
caractere unique de chaque officier est entierement determine par une combinaison 
de deux lettres, l'une latine et l'autre grecque. 

Le probleme peut done etre ainsi exprime de la fagon suivante : il s'agit d'in- 
scrire ces 36 termes dans les 36 cases d'un carre, en sorte que Ton rencontre sur 
chaque ligne et colonne tant les six lettres latines que les grecques. 

3. II y a done trois conditions a remplir : 

(a) on doit retrouver sur chaque ligne les six lettres latines et grecques ; 

(b) de meme sur les colonnes ; 

(c) on doit retrouver effectivement tous les 36 termes dans le carre (ou, ce qui 
revient au meme, qu'aucun terme ne se retrouve deux fois). 

Euler precise ici que les deux premieres conditions ne suffisent pas, car sinon 
«il ne seroit pas difficile de trouver plusieures solutions)). Pour confirmer ses dires, 
il donne l'exemple suivant : 



aa 


b( 


c5 


de 


e-) 


SP 


bp 


ca 


Se 


eS 


a( 


d'y 


07 


de 


a/3 


K 


SS 


ea 


d5 


Si 


e( 


c(3 


ba 


ae 


ee 


a5 


&7 


fa 


dp 


c( 


ft 


e/3 


da 


07 


ce 


b5 



ou il constate que les termes b( et de s'y rencontrent deux fois et que les termes 
be et dQ n'y sont pas. 
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4. Euler s'avoue vaincu de n'avoir pu trouver de solution a la construction 
d'un tel carre, et, «pour donner plus d'etendue a ses recherches», il passe a la 
generalisation du probleme en considerant cette fois n grades, symbolises par les 
lettres latines a, 6, c, d, etc., et autant de regiments, symbolises par les lettres 
grecques a, (3, 7, 8, etc. a combiner de n 2 manieres differentes dans un carre de n 2 
cases, avec les memes trois conditions qu'auparavant 38 . 

5. Euler remarque ensuite que, si Ton donne aux lettres latines les valeurs 0, n, 
2n, (n— l)n et aux lettres grecques les valeurs 1, 2, 3, n, on peut ainsi produire 
tous les nombres dans l'ordre naturel 39 , et comme chaque ligne (et colonne) du 
carre doit contenir toutes les differentes lettres (et done la somme sur chaque 
ligne, respectivement chaque colonne, sera la meme), alors un tel arrangement 
doit satisfaire a la condition des carres magiques ordinaires. A la difference pres 
que ces derniers n'ont pas besoin d'avoir toutes les valeurs dans chaque rangee. 

6. Euler desire rendre «plus commode les operations a faire dans la suite». II 
decide d'adopter la notation suivante : il met en lieu et place des lettres latines 
et grecques les nombres naturels 1, 2, 3, etc., et pour les distinguer entre eux, il 
les appelle les uns nombres latins et les autres nombres grecs ; de plus, pour ne 
pas les confondre, il joint les nombres grecs aux latins en forme d'exposants (ainsi 
par exemple, l 3 signifiera cry, suivant la notation que nous avons vue a la section 
precedente) . 

II donne comme exemple le carre de 7 suivant : 



l 1 


2 6 


3 4 


4 3 


5 7 


6 5 


7 2 


2 2 


3 7 


l 5 


5 4 


4 1 


7 6 


6 3 


3 3 


6 1 


5 6 


7 5 


l 2 


4 7 


2 4 


4 4 


5 2 


6 7 


l 6 


7 3 


2 1 


3 5 


5 5 


l 3 


7 1 


2 7 


6 4 


3 2 


46 


6 6 


7 4 


42 


3 1 


2 5 


5 3 


l 7 


7 7 


4 5 


2 3 


6 2 


3 6 


l 4 


5 1 



ou il a range les nombres latins dans l'ordre naturel dans la premiere ligne et la 
premiere colonne, et egale les nombres grecs en exposant aux nombres latins dans 
la premiere colonne, «comme partout dans la suite, puisque la signification de ces 
nombres est absolument arbitraire». 

7. Le lecteur se convaincra assez vite que le carre ci-dessus satisfait a la fois 
aux trois conditions requises. 

Euler explique ensuite la construction de ce carre : il part tout d'abord de 
ce qu'il appelle le carre latin fondamental, qui possede tous les sept nombres dans 

Generalisees a n termes, bien evidemment. 
Voir le §.3 de la section 2. 
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chacune des lignes et colonnes, et qui a done la forme suivante : 





2 


00 


4 


5 


6 


7 


2 


3 


1 


5 


4 


7 


6 


3 


6 


5 


7 


1 


4 


2 


4 


5 


6 


1 


7 


2 


3 


5 


1 


7 


2 


6 


3 


4 


6 


7 


4 


3 


2 


5 


1 


7 


4 


2 


6 


3 


1 


5 



8. II faut maintenant trouver une methode sure pour joindre les nombres grecs 
a chaque nombre latin. Chaque nombre grec doit done se retrouver a des niveaux 
differents dans les lignes, et de meme pour les colonnes. 

9. Euler procede de la fagon suivante : il appelle formules directrices les for- 
mules qui lui permettent de regler l'inscription des exposants. Revenant a l'exemple 
du §.6, il decrit les formules directrices pour chaque exposant : 



exposant 


formule directrice 


1 


1 


6 


7 


3 


4 2 


5 


2 


2 


5 


4 


6 


1 3 


7 


3 


3 


1 


2 


4 


7 5 


6 


4 


4 


7 


3 


5 


6 1 


2 


5 


5 


4 


1 


7 


2 6 


3 


6 


6 


2 


5 


1 


3 7 


4 


7 


7 


3 


6 


2 


5 4 


1 



Done pour chaque exposant il repere successivement leur base dans chaque colonne, 
et la suite de ces bases forme sa formule directrice. 

Euler mentionne ensuite que pour avoir un carre complet il faut avoir une 
formule directrice pour chaque exposant, et que ces formules «s'accordent tellement 
entre elles qu'en les ecrivant l'une sous l'autre on rencontre dans chaque rangee 
verticale tous les differents nombres». Ceci est clair : sinon l'un des nombres latins 
aurait alors deux fois le meme exposant. 

10. Done une fois etabli un carre latin d'ordre quelconque, le travail consiste 
a chercher les formules directrices pour chaque exposant. Le lecteur se convaincra 
aisement que si l'on n'arrive pas a trouver une telle formule, ne serait-ce que pour 
un seul exposant, alors la construction du carre est impossible, de meme si ces 
formules directrices ne s'accordent pas entre elles. 

Euler met toutefois en garde qu'il faut bien s'assurer d'avoir examine tous les 
cas possibles avant d'arriver a une telle conclusion. 

11. La premiere methode utilisee pour trouver les formules directrices pour 
chaque exposant est le tatonnement ! Euler decrit sa recherche pour l'exposant 4 
de son exemple, en choisissant a volonte les quatre premiers termes, a savoir 

4 7 3 5 



21 



qui sont tires des quatre premieres colonnes et des lignes 1, 2, 4 et 6. 

Les trois nombres restants etant 1, 2, et 6, il faut done les trouver dans les 
trois dernieres colonnes et parmi les lignes 3, 5 et 7, e'est-a-dire dans le morceau 40 
suivant : 

14 2 
6 3 4 
3 1 5 

duquel on tire facilement nos trois termes restants repondant aux conditions pre- 
scrites. 

12. Euler recherche ensuite des formes plus particulieres de carres, auxquels 
des methodes de recherche plus specifiques peuvent etre appliquees. C'est dans ce 
but qu'il introduit ce qu'il appelle les carres latins 41 a marche simple (respective- 
ment double, triple et quadruple). 

13. Le carre a simple marche est celui ou tous les nombres 1, 2, 3, n 
«marchent dans leur ordre naturel». II aura la forme suivante : 

1 2 3 4 ... n 

2 3 4 ... n 1 

3 4 ... n 1 2 

4 ... n 1 2 3 



14. Le carre a double marche contient les nombres dans leur ordre naturel dans 
la premiere ligne et colonne, et deux a deux dans les suivantes. II aura done la 
forme generale suivante : 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


2 


1 


4 


3 


6 


5 


8 


7 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


4 


3 


6 


5 


8 


7 


10 


9 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


6 


5 


8 


7 


10 


9 


12 


11 



On remarque entre autres que cette espece de carre ne peut exister que pour 
des carres pairs (la raison est evidente). 

15. Les carres a triple marche sont construits de la meme maniere, et n'ont de 
raison d'etre que pour des carres d'ordre divisible par 3. La forme generale sera 

Euler utilise ce terme pour designer toute partie du carre. 
Ce terme a d'ailleurs acquis droit de cite en mathematique. 
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done la suivante 



1 


2 


3 


4 


5 


2 


3 


1 


5 


6 


3 


1 


2 


6 


4 


4 


5 


6 


7 


8 


5 


6 


4 


8 


9 


6 


4 


5 


9 


7 


7 


8 


9 


10 


11 



6 7 8 9 

4 8 9 7 

5 9 7 8 
9 10 11 12 

7 11 12 10 

8 12 10 11 
12 13 14 15 



II faut encore remarquer que cette forme est la seule possible, car Ton ne peut 
pas former d'autres combinaisons a partir du premier membre suivant : 

1 2 3 

2 3 1 

3 1 2 



En effet, une fois la premiere ligne et colonnes placees, on est oblige de prendre 3 
dans la case du milieu, car sinon il apparait sous le 3 de la premiere ligne, ce qui 
est interdit. Le reste se remplit alors de lui-meme. 

16. Pour les carves a quadruple marche la situation est differente, car on parvient 
a former 4 sortes de premiers membres, a savoir 

I II III IV 

1234123412341234 
2143214323412413 
3412342134123142 
4321431241234321 

et done par la quatre formes generates. Comme les precedents, ceci n'est valable 
que pour des carres d'ordre divisible par 4. 

Euler examine ensuite en detail chaque espece rapportee ci-dessus, pour en 
deduire les carres complets. Nous nous limiterons a etudier la demarche utilisee 
pour les carres a simple marche. 



Des carres latins a simple marche de la forme generale 



1 2 3 4 ... n 

2 3 4 ... n 1 

3 4 ... n 1 2 

4 ... n 1 2 3 
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CAS DE n = 2 

17. Le cas le plus simple est vite regie : le carre latin est 

1 2 

2 1 

et il est evident qu'on ne peut en tirer aucune formule directrice 42 . 

CAS DE n = 3 

18. Le carre latin a la forme suivante : 

1 2 3 

2 3 1 

3 1 2 

dont la diagonale fournit tout de suite une formule directrice pour l'exposant 1 ; 
les autres se trouvent alors immediatement. Puisque la formule 1, 3, 2 est la seule 
possible pour cet exposant, on obtient le carre complet 43 unique 



l 1 


2 3 3 2 


2 2 


3 1 l 3 


3 3 


l 2 2 1 



CAS DE n = 4 

19. Le carre est de la forme : 

12 3 4 

2 3 4 1 

3 4 12 

4 12 3 

mais dans ce cas il est impossible de trouver quelque formule directrice, quel que 
soit l'exposant. Euler en conclut done l'impossibilite de former un carre complet 
a partir du carre latin de 4 a simple marche. 

20. Comme le meme inconvenient se retrouve dans tous les cas ou n est pair, 
Euler enonce et demontre le theoreme suivant : 



42 En effet, en suivant la demarche on obtiendrait le carre 



2 2 l 1 

et done l 1 et 2 2 se retrouvent deux fois, et 2 1 et l 2 manquent totalement. 
43 Une tel carre est appele carre eulerien. 
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Theoreme 1 

Pour tous les cas ou le nombre n est pair, le quarre latin a simple marche ne sauroit 
jamais fournir une solution de la question proposee. 

CAS DE n = 5 

21. Pour le carre de 5, qui est de la forme 

1 2 3 4 5 

2 3 4 5 1 

3 4 5 1 2 

4 5 12 3 

5 12 3 4 

il existe seulement trois formules directrices pour l'exposant 1, a savoir 

1 3 5 2 4 
1 4 2 5 3 
1 5 4 3 2 

Euler declare : «En ajoutant l'unite a chacun des termes de ces directrices, on 
obtiendra celles pour l'exposant 2, qui, en y ajoutant a nouveau l'unite, donneront 
celles pour l'exposant 3, et ainsi des autres» 44 . 

Ayant done trouve les directrices pour les autres exposants a partir des trois 
susmentionnees, on pourra construire trois carres de directrices «propres a diriger 
l'inscription des exposans». Prenons a titre d'exemple celui qui est obtenu par la 
premiere formule : 

1 3 5 2 4 

2 4 13 5 

3 5 2 4 1 

4 13 5 2 

5 2 4 1 3 

22. Le carre complet qui lui correspond est done : 



I 1 


2 5 


3 4 


4 3 


5 2 


2 2 


3 1 


4 5 


5 4 


l 3 


3 3 


4 2 


5 1 


l 5 


2 4 


4 4 


5 3 


l 2 


2 1 


3 5 


5 5 


l 4 


2 3 


3 2 


4 1 



23. Euler remarque encore les choses suivantes : 

44 I1 enonce cette regie de formation d'autres directrices, une fois que l'une d'entre elles a ete trouvee, lorsqu'il 
aborde le carre d'ordre 7 (voir §.32). 
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- les termes des formules directrices vont en progression arithmetique (de rai- 
son respectivement 2, 3 et 4) 45 ; 

- les exposants de la premiere ligne pour les trois carres complets correspondent 
aux trois formules directrices 46 ; 

- apres un echange de lignes, le premier carre complet (trouve au §22) donne 



l 1 


2 5 


3 4 


4 3 


5 2 


3 3 


4 2 


5 1 


l 5 


2 4 


5 5 


l 4 


2 3 


3 2 


4 1 


2 2 


3 1 


4 5 


5 4 


l 3 


4 4 


5 3 


l 2 


2 1 


3 5 



qui contient les differentes lettres grecques et latines meme dans les deux 
diagonales principales et les diagonales brisees 47 ! 

CAS DE n = 7 

24. Les dimcultes commencent. Le carre latin est le suivant : 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


1 


3 


4 


5 


6 


7 


1 


2 


4 


5 


6 


7 


1 


2 


3 


5 


6 


7 


1 


2 


3 


4 


6 


7 


1 


2 


3 


4 


5 


7 


1 


2 


3 


4 


5 


6 



Euler trouve d'abord les cinq directrices croissantes (en progression arithme- 
tique) pour l'exposant 1. II en trouve ensuite 14 autres de «maniere tres embaras- 
sante expliquee au §.8». 

25. II precise encore que «le bel ordre qui regne dans les quarres a simple marche 
nous fournit des moyens tres faciles pour trouver plusieures telles formules, des 
qu'on en a trouve une seule». II s'emploie done desormais a trouver des regies de 
formation d'autres directrices, une fois que l'une d'entre elles a ete trouvee. 

26. A cette fin, il propose la demarche suivante : soit une directrice quelconque 
se rapportant a l'exposant 1, et dont l'indice d'un terme quelconque x soit egal 
a t 48 : on a done la situation suivante : 



formule directrice 



t 


1 


2 


3 


4 


5 


6 ... 


X 


1 


a 


b 


c 


d 


e ... 



46 Ici Euler mentionne encore : «...dans la quatrieme de 5 et ainsi des autres. », ce qui n'a pas de rapport 
avec le cas considere, puisqu'il n'y a que trois directrices. Probablement a-t-il deja en vue le cas general. 

46 Cette observation sera elle aussi generalisee et Ton voit qu'elle facilitera grandement la construction du 
carre complet une fois qu'une directrice aura ete trouvee. 

47 Un tel carre magique est par ailleurs appele pandiagonal. Des la fin du XIX eme siecle, il regoit meme 
l'appellation de carre diabolique ou encore satanique (du au caractere «surnaturel» d'un tel carre, et a son 
utilisation dans les sciences occultes). 

48 C'est-a-dire le numero de sa colonne. 
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et il faut des lors remarquer : 

- qu'il faut trouver une transformation telle que 

- pour t = 1, on ait x = 1 ; 

- lorsqu'on attribue a t toutes les valeurs de 1 jusqu'a n, x prenne egalement 
toutes ces valeurs ; 

- puisque t est le numero de la colonne de laquelle x est tire, le numero de la 
ligne de laquelle x est tire est x — t + 1 par construction; par consequent, 
puisque les nombres a, 6, c, etc. doivent etre pris a chaque fois d'une ligne 
differente, alors x — t + 1, et done x — t, doit prendre toutes les valeurs de 1 
jusqu'a n. 

27. Ayant remarque cela, Euler enonce une premiere regie pour la formation 
d'une nouvelle directrice 

1 A B C D E ... 

dont l'indice d'un terme quelconque X est egal a T : 
Regie 1 

Prenes x pour l'indice et t pour le terme qui lui repond. 
En d'autres termes il faut poser 

T = x et X = t, 

et Ton verifle aisement que toutes les conditions requises sont bien remplies, a 
savoir 

- qu'en donnant a T toutes les valeurs possibles, non seulement X mais aussi 
X — T prendront toutes les valeurs de 1 a n ; 

- si T = 1, on aura bien X = 1. 

28. La deuxieme regie enoncee par Euler est la suivante : 
Regie 2 

On obtiendra toujours une autre nouvelle directrice en prenant 

T = t et X = l + t-x. 

29. En combinant ces deux regies, on peut trouver facilement des nouvelles 
formules, qu'on pourra representer de la maniere suivante : 





I 


II 


III 


IV 


V 


T = t 
X = x 


X 

t 


t 

1 + t-x 


t 


X 

1 + x-t 


1 + x-t 

X 


VI 


VII 


VIII 


IX 


X 


XI 


2-x 


2-x 
1 + t-x 


1 + x- t 
2-t 


2-t 
1 + x-t 


2-x 
2-t 


2-t 
2-x 
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Les cinq premieres sont triviales par l'enonce meme des deux regies principales. 
Pour ce qui est des six dernieres, remarquons que si nous appliquons la deuxieme 
regie a la regie V, nous obtenons la regie VII : 

f f = l + X-T = 1 + + t-x)-t = 2-x 
\ X = X = 1+t-x 

et ainsi de suite. Les six dernieres regies mentionnees ne seront utiles qu'a partir 
de l'ordre n = 9, mais Euler les mentionne deja 49 . 
Toutes ces regies veriflent les conditions requises. 

30. A titre d'exemple, et pour nous familiariser un peu avec ces differentes 
operations, prenons par exemple la directrice 

1 4 2 7 6 3 5 

et appliquons-lui la premiere regie : le premier element reste le 1 ; pour t = 2, nous 
avons x = 4, done dans la nouvelle directrice, nous aurons X = 2 pour T = 4, 
e'est-a-dire que nous aurons le 2 a la quatrieme place. II en va de meme pour les 
nombres restants et nous trouvons la directrice 

1 3 6 2 7 5 4. 

Pour l'application de la deuxieme regie, le procede est absolument identique. 

31. On trouve ainsi onze nouvelles directrices a partir d'une directrice quel- 
conque, par simple utilisation du tableau. 

32. De chacune des directrices trouvees on peut former un carre complet. Et 
e'est une des remarques precedentes qui va nous amener a l'une des formations 
generates de carre de directrices : en prenant une directrice quelconque 1, a, 6, 
c, d, e, /, et en «continuant ces nombres suivant leur ordre naturel, on 
aura les directrices pour les exposants suivants». On obtient ainsi le carre 
de directrices suivant : 



1 


a 


b 


c 


d 




e 


/ 


2 


a + 1 


6+1 


c + 1 


d + l 


e 


+ 1 


/ + 1 


3 


a + 2 


6 + 2 


c + 2 


d + 2 


e 


+ 2 


f + 2 


4 


a + 3 


6 + 3 


c + 3 


d + 3 


e 


+ 3 


/ + 3 


5 


a + 4 


6 + 4 


c + 4 


d + A 


e 


+ 4 


/ + 4 


6 


a + 5 


6 + 5 


c + 5 


d + 5 


e 


+ 5 


/ + 5 


7 


a + 6 


6 + 6 


c + 6 


d + Q 


e 


+ 6 


/ + 6 



ou il est assez clair que toutes les lignes et colonnes contiennent tous les nombres 
de 1 a 7, quel que soit l'ordre des nombres a, 6, c, d, e et /. 

33. Euler montre ensuite que si la directrice trouvee est 1, a, 6, c, d, e, /, la 
formule 

Ce sera d'ailleurs sa troisieme regie principale de formation de directrices (voir §.41). 
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1, 3 — a, 4 — b, 5 — c, 6 — d, 7 — e, 8 — / 
est aussi une formule directrice pour la premiere ligne. 

34. Comme nous avons deja vu 50 que l'on pouvait prendre comme exposants 
pour la premiere ligne la directrice quelconque trouvee, le carre complet qui appa- 
rait alors sera done : 



l 1 


2 a 


3 b 


4 C 


5 d 


6 e 


7/ 


2 2 


3 a+l 


46+1 


5 C+1 


Qd+l 






3 3 


4<i+2 


56+2 


QC+2 


rjd+2 


ie+2 


2 /+2 


4 4 


5 a+3 


Qb+3 


7C+3 


]d+3 


2 e+3 


3 /+3 


5 5 


ga+4 




^c+4 


2 d+4 


3 e+4 


4/+4 


6 6 


<ja+5 




2 c+5 


3 d+5 


4 e + 5 


5 /+5 


7 7 




2 6+6 


3 C+6 


4<iH-6 


5 e+6 


6 /+6 



35. Euler considere encore des carres complets formes de plusieurs formules 
directrices jointes, et en donne un exemple. 

36. II s'etonne encore du fait que le cas n = 7 fournisse autant de solutions, 
alors que le cas n = 6 n'en donne aucune et le cas n = 5 trois seulement. 

CAS DE n = 9 

37-39. Puisque le nombre de directrices est enorme, Euler se contente de 
developper celles qui suivent une progression arithmetique, en excluant celles dont 
la difference serait 3 ou 6 (car 3 et 6 ne sont pas premiers avec l'ordre consid- 
ere). C'est la une remarque d'importance, car effectivement on se convainc assez 
rapidement que si la difference des progressions possede un diviseur commun avec 
l'ordre n, alors la formule directrice ne contiendra plus tous les nombres de 1 
jusqu'a n. 

Excluant ces cas, les formules sont 

135792468 
162738495 
198765432 

On forme facilement les trois carres complets suivant la meme regie que pour le 
cas precedent (§-34). 

40. Euler considere encore les onze autres directrices obtenues en appliquant 
les deux premieres regies principales. 

41. II enonce ensuite sa troisieme regie principale, dont il n'avait pas fait usage 
jusqu'ici et que nous avons deja vue au §.29 : 

Voir la remarque au §.23. 
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Regie 3 



Posant pour la directrice proposee l'indice = t et le terme qui lui repond = x, 
on pourra prendre pour la nouvelle formule l'indice T = 2t — 1 et le terme meme 
X = 2x - 1. 

L'argument est le meme que pour les deux premieres regies : 

- en posant t = 1 et x = 1 nous avons bien T = 1 et X = 1 ; 

- donnant a x toutes les valeurs de 1 a n, alors 2x aussi (puisque l'ordre est 
impair) et done 2x — 1 egalement ; 

- si x — 1 passe par toutes les valeurs, X — T = 2{x — t) prendra egalement 
toutes les valeurs possibles. 

42. Euler s'amuse ensuite a produire en grandes quantites des directrices issues 
de cette nouvelle regie, et il cherche encore des directrices qui se reproduisent elle- 
memes par l'une des regies. 

43-49. Ayant trouve bon nombre de formules directrices (57 en tout), il en 
expose encore huit autres trouvees par la «methode directe», et conclut sans autre 
forme de proces que «le nombre de toutes les directrices sera au moins quatre fois 
plus grand». 

3.2 Autres considerations 

50-139. Dans la suite, Euler considere encore les carres dont les diagonales 
principales et les diagonales brisees verifient egalement les conditions. 

II passe ensuite a l'etude des carres latins a double, triple et quadruple marche, 
dont il donne des regies de formation de directrices et plusieurs exemples. 

140-152. Apres avoir constate qu'aucune des methodes ne pouvait fournir de 
solution au cas n = 6 (qui, rappelons-le, est a la base de toute la demarche) ainsi 
qu'aux cas ou l'ordre est impairement pair 51 , il suppose que si une telle solution 
existe, alors le carre doit etre tout a fait irregulier, et qu'il faudrait examiner tous 
les cas possibles de n = 6. 

Toute la cinquieme partie de son travail est done consacree a la recherche de 
carres irreguliers. En particulier il donne une methode «par le moyen de laquelle 
on peut transformer facilement, en plusieurs formes differentes, tous les quarres 
reguliers et examiner ensuite s'ils admettent des directrices ou non». 

La methode tient dans le fait que Ton peut echanger entre eux deux nombres 
a et b si ceux-ci se trouvent dans les angles d'un rectangle, comme indique ci- 
dessous 52 : 

a b 

b a 

51 C'est-a-dire de la forme n = Ak + 2, fc=0, 1, 2, ... 

52 La justification de cette fagon de faire est evidente : les deux lignes et colonnes concernees possedent encore 
chacun des nombres apres l'echange. 
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A titre d'exemple, Euler donne le carre a simple marche suivant : 

1 2 3 4 5 6 

2 3 4 5 6 1 

3 4 5 6 1 2 

4 5 6 1 2 3 

5 6 1 2 3 4 

6 1 2 3 4 5 

dont il a montre au §.20 qu'il n'avait aucune directrice. Or, en echangeant les 
chiffres 3 et 6 de cet exemple, on obtient le carre suivant : 

1 2 3 4 5 6 

2 6 4 5 3 1 

3 4 5 6 1 2 

4 5 6 1 2 3 

5 3 1 2 6 4 

6 1 2 3 4 5 

qui admet un grand nombre de directrices pour tous les six exposants (Euler en 
trouve 32 !). 

Apres avoir verifle que pour chacune des directrices on ne pouvait former aucun 
carre complet, et que ceci etait le cas pour un tres grand nombre de carres d'ordre 6, 
Euler declare : «[...] je n'ai pas hesite d'en conclure qu'on ne sauroit produire 
aucun quarre complet de 36 cases, et que la meme impossibility s'etende aux cas 
de n = 10, n = 14 et en general a tous les nombres impairement pairs. [...] Or, 
ayant examine un nombre tres considerable de tels quarres, il me paroit impossible 
que tous les cas mentionnes me fussent echappes.» 53 

Cette certitude est encore accentuee avec l'etude d'une regie de transforma- 
tion generale : un carre peut etre transforme en plusieurs autres qui ont la meme 
propriete par rapport aux directrices, si bien que si le carre considere n'en admet 
aucune, alors il en sera de meme pour tous les carres transformes. 

Euler conclut en laissant le soin aux Geometres 54 de trouver des moyens pour 
achever le denombrement de tous les cas possibles, et se satisfait d'avoir apporte 
des observations «asses importantes tant pour la doctrine des combinaisons que 
pour la theorie generale des quarres magiques.» 



II est aujourd'hui prouve qu'il existe des carres latins pour n'importe quel ordre n, sauf n — 2 et n — 6. 
C'est-a-dire les mathematiciens. 
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Conclusions 



Le but principal de ce projet etant de revoir mes notions de latin, je considere 
qu'il est partiellement atteint. Les nombreuses difficultes de la traduction prove- 
naient surtout de la grammaire, notamment les temps des verbes et les formes 
conjugales de certains mots. 

Certains paragraphes sont tres dimciles a traduire, alors que d'autres se lisent 
pratiquement du frangais, ce qui a contribue a une avancee tres inegale et parfois 
tres frustrante du travail. 

L'interet de traduire un texte mathematique est de pouvoir parfois comprendre 
sa signification au moyen de l'exemple traite, car une formule s'ecrit evidemment 
de la meme fagon en latin qu'en frangais, et ceci s'est avere utile plus d'une fois. 

En ce qui concerne la deuxieme partie, je suis retombe en enfance le temps 
d'un instant : une fois decouvert qu'il s'agissait de l'analyse du probleme des 36 
officiers, je me suis revu devant le tome 10 de ma collection Alpha junior en train 
de decouvrir ce probleme (vulgarise) passionnant, et j'ai encore tete l'image d'un 
carre rempli d'omciers se regardant bizarrement... 

Pour finir, j'ai remarque lors de ce travail de semestre a quel point Dieu avait 
guide ma vie jusqu'ici : en effet, j'etais inscrit au gymnase en section scientifique 
et la decision de finalement faire latin-langues est intervenue juste avant de com- 
mencer les cours. De meme, le fait d'avoir choisi la section de mathematiques a 
l'EPFL, apres plusieurs deboires en microtechnique et en electricite, fut le resultat 
d'une collaboration etroite avec mon Createur. 

Sans ce changement radical d'orientation, je n'aurais jamais eu la possibility de 
decouvrir des textes mathematiques dans l'une des langues couramment utilisees 
a l'epoque pour les rediger, il est done normal que je l'en remercie. 

Je tiens encore a remercier M. Sesiano pour sa patience et ses corrections noc- 
turnes (!) de ma traduction et de ma grammaire «germanisees», ainsi que pour son 
enthousiasme lors de ses cours que j'ai eu le plaisir de suivre, car e'est a lui que je 
dois mon engouement pour l'histoire des mathematiques. 
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